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۵ فصل

انتگرال

انتگرال تعريف ۱.۵ بخش

که می�گويند و گردد F′(x) = f (x) هرگاه می�نامند f (x) برای اوليه تابع يک را F(x) تابع تعريف. ۱.۵∫
f (x)dx = F(x)+C

انتگرال درجواب که C ثابت همچنين و است مجموع معنی به sum انگليسی کلمه�ی از اول حرف
∫

آن در که
(F(x)+C)′ = f (x) درنتيجه و رفت خواهد بين از F(x)+C اوليه�ی تابع از مشتق گرفتن با می�آيد نامعين۱

بود. خواهد

کنيد؟ حل را زير های انتگرال مثال. ۲.۵{ ∫
2xdx = x2+C
(x2+C)′ = 2x

{ ∫
cos xdx = sin x+C
(sin x+C)′ = cos x

ندارد. حدود که است انتگرالی نامعين ۱انتگرال

۲



۳ انتگرال .۵ فصل

{ ∫
3x2dx = x3+C
(x3+C)′ = 3x2

{ ∫
exdx = ex+C
(ex+C)′ = ex

نامعين و معين انتگرال ۲.۵ بخش

مقدار يک با برابر واقع در که داشت خواهيم معين انتگرال اينصورت در باشد شده مشخص گيری انتگرال بازه�ی اگر
اگر يعنی بود ∫خواهد

f (x)dx = F(x)+C

با است برابر [a,b] بازه�ی روی آن معين انتگرال ∫آنگاه b

a
f (x)dx =

[
F(x)
]b
a
= F(b)−F(a)

گيری انتگرال های فرمول ۱.۲.۵

پذير انتگرال تابع دو g(x) و f (x) اگر که معنی اين به می�باشد، خطی خاصيت دارای نامعين انتگرال نکته. ۳.۵
آنگاه باشد، λ ∈ R ∫و (

λ f (x)+g(x)
)
dx = λ

∫
f (x)dx+

∫
g(x)dx

می�باشد: زير صورت به است گيری مشتق حالت عکس واقع در که گيری انتگرال فرمول�های

(۱∫
xndx =

xn+1

n+1
+C∫

x2dx =
x3

3
+C



۴ انتگرال .۵ فصل

(۲∫
sin(ax)dx =

−1
a

cos(ax)+C∫
sin(2x)dx =

−1
2

cos(2x)+C

(۳∫
cos(ax)dx =

1
a

sin(ax)+C∫
cos(x)dx = sin(x)+C

(۴∫
tan xdx = − ln |cos x|

(۵∫
cot xdx = ln |sin x|

(۶∫
enxdx =

1
n

enx+C∫
e2xdx =

1
2

e2x+C

(۷∫
a
x

dx = a ln |x|+C∫
2
x

dx = 2ln |x|+C

بيابيد؟ را زير های انتگرال مثال. ۴.۵∫
(2x3+ sin3x)dx = 2

∫
x3dx+

∫
sin(3x)dx

=
2x4

4
− cos3x

3
+C

∫
(x2+ cos x+1)dx =

x3

3
+ sin x+ x+C



۵ انتگرال .۵ فصل

گيری انتگرال روش�های ۳.۵ بخش

متغير تغير روش ۱.۳.۵
عبارت به x حسب بر تابع اين از گيری مشتق با و می�گيريم نظر در را u(x) چون جديد تابعی ما روش اين در

می�رسيم: du = u′(x)dx

کنيد؟ حساب را زير انتگرال مثال. ۵.۵∫
cos(3x−1)dx

: می�گيريم نظر در زير بصورت را u(x) تابع ابتدا
u(x) = 3x−1
du = 3dx
1
3 du = dx

∫
cos(3x−1)dx =

∫
cosu

3
du =

1
3

∫
cosudu

=
1
3

sinu+C =
1
3

sin(3x−1)+C

کنيد؟ حساب را زير انتگرال مثال. ۶.۵∫
(2x−4)2dx

: می�گيريم نظر در زير بصورت را u(x) تابع
u(x) = 2x−4
du = 2dx
1
2 du = dx

∫
(2x−4)2dx =

∫
u2.

1
2

du =
1
2

∫
u2du

=
1
2
.
u3

3
+C =

u3

6
+C

=
(2x−4)3

6
+C



۶ انتگرال .۵ فصل

جزء به جزء گيری انتگرال روش ۲.۳.۵
بصورت انتگرال�گيری و تابع دو حاصلضرب مشتق قاعده��ی از استفاده با جزء به جزء گيری انتگرال روش فرمول

می�شود: ساخته )زير
f g
)′
= f ′g+ f g′

می�کنيم: گيری انتگرال بالا تساوی طرفين از ∫حال
( f g)

′
=

∫
f ′g+

∫
f g′

: که نمود جايگذاری بالا تساوی در را f g =
∫

( f g)′ می�توان بنابراين است
∫

F′ = F که می�دانيم

f g =
∫

f g′+
∫

f ′g

داريم: نتيجه در ∫و
f g′ = f g−

∫
f ′g

می�باشد. جز به جز گيری انتگرال فرمول که

کنيد؟ محاسبه را زير های انتگرال مثال. ۷.۵

(۱∫
xsin xdx

داريم جز به جز گيری انتگرال فرمول به توجه با }حل:
f = x , g′ = sin xdx
f ′ = dx , g = −cos x

بنابراين: ∫که
xsin xdx = −xcos x−

∫
−cos xdx

= −xcos x+ sin x+C



۷ انتگرال .۵ فصل

(۲∫
ln xdx

داريم جز به جز گيری انتگرال فرمول به توجه با حل: f = ln x , g′ = dx

f ′ =
dx
x

, g = x

بنابراين: ∫که
ln xdx = x ln x−

∫
x.

dx
x

= x ln x−
∫

dx

= x ln x− x+C

(۳∫
x2 cos xdx

داريم جز به جز گيری انتگرال فرمول به توجه با }حل:
f = x2 , g′ = cos xdx
f ′ = 2xdx , g = sin x

بنابراين: ∫که
x2 cos xdx = x2 sin x−

∫
2x.sin xdx

استفاده جز به جز گيری انتگرال روش از مجدد بطور
∫

2x.sin xdx آوردن بدست برای اينجا در که
∫می�کنيم:

2x.sin xdx



۸ انتگرال .۵ فصل

{
f = 2x , g′ = sin x
f ′ = 2dx , g = −cos x

∫
2xsin xdx = −2xcos x−

∫
−2cos xdx

= −2xcos x+2
∫

cos xdx

= −2xcos x+2sin x+C

داشت: خواهيم ابتدائی فرمول در
∫

2xsin xdx دادن قرار با نتيجه در ∫که
x2 cos xdx = x2 sin x+2xcos x−2sin x+C

(۴∫
xexdx

داريم جز به جز گيری انتگرال فرمول به توجه با }حل:
f = x , g′ = exdx
f ′ = dx , g = ex

بنابراين: ∫که
xexdx = xex−

∫
exdx

= xex− ex+C

کنيد؟ محاسبه را زير های انتگرال تمرين. ۸.۵

1)
∫

x ln xdx

2)
∫

x2exdx



۹ انتگرال .۵ فصل

مثلثاتی رابطه�ی دو از می�توان انتگرال�ها از برخی محاسبه�ی برای نکته. ۹.۵

cos2 x =
1+ cos2x

2
, sin2 x =

1− cos2x
2

کرد. استفاده

کنيد؟ حساب را زير انتگرال�های مثال. ۱۰.۵

(۱∫
sin2(x)dx

∫حل:
sin2 xdx =

∫
1− cos2x

2
dx

=

∫
(
1
2
− 1

2
cos2x)dx

=

∫
1
2

dx− 1
2

∫
cos2xdx

=
x
2
− 1

4
sin2x+C

(۲∫
cos2(x)dx

∫حل:
cos2 xdx =

∫
1+ cos2x

2
dx

=

∫ (1
2
+

1
2

cos2x
)
dx

=

∫
1
2

dx+
∫

1
2

cos2xdx

=
x
2
+

1
2
.
1
2

sin2x+C

=
x
2
+

sin2x
4
+C



۱۰ انتگرال .۵ فصل

(۳∫
sin3(x)dx

حل:

∫
sin3(x)dx =

∫
sin .sin2 xdx

=

∫
sin x.(1− cos2 x)dx

داريم: زير متغيير تغيير گرفتن درنظر }با
u(x) = cos(x) −→ du = −sin(x)dx
−du = sin(x)dx

∫پس
sin3(x)dx =

∫
sinsin2 xdx =

∫
sin x(1− cos2 x)dx

=

∫
−(1−u2)du

=

∫
(u2−1)du

=
u3

3
−u+C

داريم جواب در u = cos(x) دادن قرار با اکنون ∫و
sin3(x)dx =

cos3 x
3
− cos x+C

کنيد؟ حل را زير انتگرال تمرين. ۱۱.۵∫
cos3 xdx



۱۱ انتگرال .۵ فصل

کنيد؟ حل متغيير) تغيير جدول از استفاده�ی با ) را زير انتگرال�های مثال. ۱۲.۵

(۱∫
x2 sin xdx

ميگيريم نظر در کار سادگی برای را زير جدول ابتدا حل:

علامت مشتق انتگرال
+ x2 −cos x
- 2x −sin x
+ 2 cos x

انتگرال اين جواب عبارت�ها آن مجموع و کرده ضرب يکديگر با را سطر هر در موجود عبارت�های اکنون و
بود ∫خواهد

x2 sin xdx = −x2 cos x+2xsin x+2cos x+C

(۲∫
x2exdx

حل:
ميگيريم نظر در کار سادگی برای را زير جدول ابتدا

علامت مشتق انتگرال
+ x2 ex

- 2x ex

+ 2 ex

انتگرال اين جواب عبارت�ها آن مجموع و کرده ضرب يکديگر با را سطر هر در موجود عبارت�های اکنون و
بود ∫خواهد

x2exdx = x2ex−2xex+2ex+C



۱۲ انتگرال .۵ فصل

A=
∫ b

a f (x)dx با برابر و بوده x= b تا x= a از که xها محور و y= f (x) تابع نمودار بين مساحت :۱.۵ شکل
است.

انتگرال کاربرد ۴.۵ بخش

مساحت ۱.۴.۵

می�دهد. ما به را xها محور و y = f (x) منحنی بين محصور سطح
∫ b

a f (x)dx معين انتگرال مقدار واقع در

پيدا را x = 2 و x = 0 خطوط و xها محور و y = f (x) = 2x+1 منحنی بين محصور سطح مثال. ۱۳.۵
کنيد؟

A =
∫ 2

0
f (x)dx

=

∫ 2

0
(2x+1)dx

=

[
x2+ x

]2
0

= [(2)2+ (2)]− [(0)2+0] = 6

بيابيد؟ را xها محور و y = 9− x2 منحنی بين محصور سطح مثال. ۱۴.۵



۱۳ انتگرال .۵ فصل

xها. محور و y = 9− x2 نمودار زير سطح :۲.۵ شکل

می�کنيم: مشخص می�نمايد، قطع را xها محور منحنی آن در که نقاطی ابتدا حل:
9− x2 = 0 −→ x2 = 9 −→ x = ±3
x = 3
x = −3

داريم: گيری انتگرال حدود بعنوان [−3,3] بازه�ی گرفتن درنظر با که

A =
∫ 3

−3
(9− x2)dx

=

[
9x− x3

3

]3
−3

=
[
9(3)− (3)3

3
]− [9(−3)− (−3)3

3
]

= 36



۱۴ انتگرال .۵ فصل

حجم ۲.۴.۵
می�شود: محاسبه زير بصورت [a,b] بازه�ی در xها محور حول y = f (x) تابع دوران از حاصل حجم

V = π
∫ b

a

[
f (x)
]2dx

کنيد؟ محاسبه را [0, π2 ] بازه�ی در و xها محور حول y = cos x منحنی دوران از حاصل حجم مثال. ۱۵.۵
حل:

y = f (x) = cos x

V = π
∫ π

2

0
cos2 xdx

= π

∫ π
2

0

1+ cos2x
2

dx

= π

∫ π
2

0
(
1
2
+

1
2

cos2x)dx

= π
(1
2

∫ π
2

0
dx+

1
2

∫ π
2

0
cos2xdx

)
= π
([ x

2
] π

2
0 +

1
4
[
sin2x

] π
2
0

)
= π
( π

2

2
−0+

1
4
[
sinπ− sin0

])
= π(
π

4
) =
π2

4

و xها محور حول y2 = g(x) و y1 = f (x) منحنی دو به محدود ناحيه دوران از حاصل حجم نکته. ۱۶.۵
ی رابطه از [a,b] بازه�ی در

V = π

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
f 2(x)−g2(x)

)
dx

∣∣∣∣∣∣
می�آيد. بدست

را xها محور حول g(x) = x و f (x) = x2 منحنی بين محصور سطح دوران از حاصل حجم مثال. ۱۷.۵
بيابيد؟
حل:

يعنی می�کنيم، مشخص را گيری انتگرال بازه�ی ابتدا



۱۵ انتگرال .۵ فصل


ax2+bx+ c = 0 −→ ∆ = b2−4ac −→ x =

−b±
√
∆

2a

x = x2 −→ x2− x = 0 −→ ∆ = (−1)2−4(1)(0) = 1
پس

x =
1±1

2
=


1+1

2
=

2
2
= 1

1−1
2
=

0
2
= 0

با برابر بالا فرمول طبق حاصل حجم و است [a,b] = [0,1] با برابر نظر مورد بازه�ی بنابراين

V = π
∣∣∣∣∣∫ b

a

(
f 2(x)−g2(x)

)
dx
∣∣∣∣∣

= π

∣∣∣∣∣∫ 1

0
(x4− x2)dx

∣∣∣∣∣
با برابر مطلق قدر داخل انتگرال مقدار که آنجايی از و

∫ 1

0
(x4− x2)dx =

[ x5

5
− x3

3

]1
0

=

[
(
1
5
− 1

3
)−0
]

=
3−5
15

= − 2
15

می�باشد: زير مقدار با برابر دوران از حاصل حجم نتيجه در

V = π
∣∣∣∣∣− 2

15

∣∣∣∣∣ = 2π
15

منحنی طول ۳.۴.۵
منحنی: قوس طول محاسبه

در f (x) منحنی طول باشد، پذير مشتق (a,b) بازه�ی در و پيوسته [a,b] بازه�ی روی که y = f (x) تابع برای
با است برابر [a,b] بازه�ی

L =
∫ b

a

√
1+
[
f ′(x)
]2dx



۱۶ انتگرال .۵ فصل

.[1,3] بازه�ی روی f (x) = x منحنی طول :۳.۵ شکل

کنيد؟ محاسبه [1,3] بازه�ی روی را f (x) = x منحنی طول مثال. ۱۸.۵
حل:

f ′(x) = 1 −→ L =
∫ 3

1

√
1+
[
1
]2dx

L =
∫ 3

1

√
1+
[
1
]2dx

=

∫ 3

1

√
2dx =

[√
2x
]3
1

=
√

2
(
3−1
)

= 2
√

2



۱۷ انتگرال .۵ فصل

کنيد؟ محاسبه [0,2] فاصله�ی در را y = f (x) = x
√

x منحنی طول مثال. ۱۹.۵
کنيم: می محاسبه را [ f ′(x)]2 مقدار ابتدا حل:

f (x) = x
√

x =
√

x2.x =
√

x3 = x
3
2

f ′(x) = 3
2 x( 3

2−1) = 3
2 x

1
2 = 3

2
√

x

[
f ′(x)
]2
= 9

4 x

با است برابر L مقدار منحنی قوس طول فرمول با مطابق و

L =
∫ b

a

√
1+
[
f ′(x)
]2dx =

∫ 4

0

√
1+

9
4

xdx

داريم متغيير تغيير روش از استفاده با نظر مورد اوليه�ی) تابع يا ) انتگرال يافتن منظور به که

L =
∫ 4

0

√
(1+

9
4

x)dx

کنيم حساب را زير نامعين انتگرال می�بايستی ابتدا ∫که √
(1+

9
4

x)dx

{
u = 1+ 9

4 x
du = 9

4 dx

∫ √
(1+

9
4

x)dx =
∫ √

u
(4
9
)
du

=
4
9

∫ √
udu =

4
9

∫
u

1
2 du

=
4
9
.
u

3
2

3
2

=
4
9
.
2
3

√
u3

=
8

27

√
(1+

9
4

x)3



۱۸ انتگرال .۵ فصل

با است برابر [0,2] بازه�ی در منحنی طول مقدار پس

L =
[ 8
27

√
(1+

9
4

x)3
]4
0

=
8
27

[ √
(1+9)3−

√
(1)3
]

=
8
27
(
31.6−1

)
≃ 9


