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۳ فصل

مشتق

مقدمه ۱.۳ بخش

و y1 مقادير آن�ها ازای به و نموده انتخاب را آن از x2 و x1 نقطه�ی دو y = ax+b خط شيب محاسبه�ی برای
فرمول از استفاده با سپس می�گيريم، درنظر را y2

m =
y2− y1

x2− x1
(۱.۳ )

بگيريم کمک حدگيری از می�توانيم لحظه) (يا دلخواه نقطه�ی در شيب کردن پيدا برای اما کنيم؛ می پيدا را خط شيب
قضايا تعريف به منجر می�باشد ۱.۳ رابطه�ی از تعميمی درواقع که روش اين بيابيم. دلخواه نقطه�ی در را شيب و
فيزيکی تعبير همچنين هستند. معروف مشتق فرمول�های به که گرديد نمودار شيب محاسبه�ی برای فرمول�هايی و
بدست لحظه در ذره سرعت) حرکت(يا معادله�ی مشتق محاسبه�ی با که می�باشد لحظه در شتاب) سرعت(يا مشتق

می�آيد.

بيابيد؟ را y = 2x+1 خط شيب مثال. ۱.۳
می�يابيم: را y2 و y1 مقادير آن�ها ازای به و می�گيريم درنظر را x2 = 1 و x1 = 0 نقطه�ی دو

x1 = 0 −→ y1 = 2(0)+1 = 1

x2 = 1 −→ y2 = 2(1)+1 = 3

بيابيم: را خط شيب توانيم می ۱.۳ رابطه�ی بکمک اکنون

m =
y2− y1

x2− x1
=

3−1
1−0

=
2
1
= 2

است. m = 2 خط اين شيب ؛ بنابراين

۲



۳ مشتق .۳ فصل

مشتق ۲.۳ بخش

تابع مشتق وجود، صورت در را زير حد باشد، شده تعريف x0 نقطه�ی همسايگی در f (x) تابع اگر تعريف. ۲.۳
حد هرگاه است، پذير مشتق x0 در f می�گوييم و می�ناميم x0 نقطه�ی در f

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0+h)− f (x0)
h

(۲.۳ )

باشد. موجود

می�آيد: بدست زير رابطه�ی دو از استفاده�ی با نيز x0 نقطه�ی در f (x) تابع راست و چپ مشتق تعريف. ۳.۳

f ′+(x0) = lim
h→0+

f (x0+h)− f (x0)
h

(۳.۳ )

f ′−(x0) = lim
h→0−

f (x0+h)− f (x0)
h

(۴.۳ )

می�ناميم. x0 نقطه�ی در f (x) تابع چپ مشتق را ۴.۳ حد و راست مشتق را ۳.۳ حد

می�شود تعريف نيز زير حد بصورت مشتق، تذکر. ۴.۳
f ′(x0) = lim

x→x0

f (x)− f (x0)
x− x0

(۵.۳ )

اگر تنها و اگر است مشتق�پذير x0 نقطه�ی در f (x) نکته. ۵.۳
f ′+(x0) = f ′−(x0) (۶.۳ )

باشند. برابر يکديگر با راست و چپ مشتق يعنی

کنيد؟ بررسی x0 = 1 نقطه�ی در را f (x) = x2 پذيری مشتق مثال. ۶.۳

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x− x0

= lim
x→1

x2−1
x−1

= lim
x→1

(x+1)(x−1)
x−1

= lim
x→1

x+1 = 2

است. 2 با برابر و دارد وجود x0 = 1 در f (x) مشتق بنابراين

مشتق فرمول�های ۳.۳ بخش

دانستن با که دارند، وجود فرمول�هايی . . . و چندجمله�ای�ها،مثلثاتی همچون مختلف توابع مشتق محاسبه�ی برای
بود: نخواهد ۵.۳ يا ۲.۳ فرمول از مشتق محاسبه�ی به نيازی آن�ها



۴ مشتق .۳ فصل

y = c −→ y′ = 0

y = 3 −→ y′ = 0

y = axn −→ y′ = anxn−1

y = 2x3 −→ y′ = 2(3)x2 = 6x2

y = aenx −→ y′ = anenx

y = 3e4x −→ y′ = 3(4)e4x = 12e4x

y = sinax −→ y′ = acosax

y = sin3x −→ y′ = 3cos3x

y = cosax −→ y′ = −asinax

y = cos2x −→ y′ = −2sin2x

y = tanax −→ y′ = a(1+ tan2 ax)

y = tan4x −→ y′ = 4(1+ tan2 4x)

y = cotax −→ y′ = −a(1+ cot2 ax)

y = cot2x −→ y′ = −2(1+ cot2 2x)



۵ مشتق .۳ فصل

y = arcsinax −→ y′ =
a√

1− (ax)2

y = arcsin3x −→ y′ =
3√

1− (3x)2

y = arccosax −→ y′ =
−a√

1− (ax)2

y = arccos x −→ y′ =
−1√

1− (x)2

y = arctanax −→ y′ =
a

1+ (ax)2

y = arctan3x −→ y′ =
3

1+ (3x)2

y = arccotax −→ y′ =
−a

1+ (ax)2

y = arccot2x −→ y′ =
−2

1+ (2x)2

y = ax −→ y′ = (lna).ax

y = 3x −→ y′ = (ln3).3x

y = loga x −→ y′ =
1

x(lna)

y = log2 x −→ y′ =
1

x(ln2)

است. نپر۱ عدد e از منظور و ln x = loge x که شود توجه

e ≃ 2/74 با است برابر نپر ۱عدد



۶ مشتق .۳ فصل

آوريد. بدست را زير توابع مشتق مثال. ۷.۳

y = x2+5x−1 الف)

y′ = 2x+5

y = sin x− x5 ب)

y′ = cos x−5x4

y = arcsin x+ sin x ج)

y′ =
1

√
1− x2

+ cos x

y = cot x− x2 د)

y′ = −(1+ cot2 x)−2x

مشتق قضايای ۴.۳ بخش

است. پيوسته ، پذير مشتق تابع هر قضيه. ۸.۳

نيست. پذير مشتق نباشد، پيوسته که تابعی هر نتيجه. ۹.۳

کنيد؟ بررسی x0 = 1 نقطه�ی در را زير تابع پذيری مشتق مثال. ۱۰.۳

f (x) =
{

x2 ،x ≥ 1
2x ،x < 1

داشت خواهيم 1 از کوچکتر و بزرگتر مقادير ازای به مشتق گرفتن با

f (x) =


2x ،x > 1

? ،x = 1
2 ،x < 1

با است برابر f (x) تابع چپ و راست مشتق که است x0 = 1 بحث مورد نقطه�ی اما

f+(1) = 2x |x=1= 2(1) = 2

f−(1) = 2



۷ مشتق .۳ فصل

پيوسته 1 نقطه�ی در f تابع اما می�کند. صدق ۶.۳ بودن پذير مشتق شرط در و f+(1) = f−(1) = 2 بنابراين
زيرا نيست،

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

x2 = (1)2 = 1

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

2x = 2(1)

f (1) = 1

وجود (با نتيجه در و نمی�باشد پيوسته پس نيست برابر x0 = 1 نقطه�ی در تابع مقدار و راست حد با چپ حد چون
بود. نخواهد پذير مشتق x0 = 1 نقطه�ی در راست) و چپ مشتق بودن برابر

مورد نقطه�ی در تابع بودن پيوسته می�بايستی پذيری مشتق بررسی از پيش قبلی، مثال به توجه با تذکر. ۱۱.۳
بود. نخواهد نيز پذير مشتق آن�گاه نباشد پيوسته که صورتی در و کنيم بررسی را نظر

نمائيد؟ بررسی x0 = 1 نقطه�ی در را زير تابع پذيری مشتق مثال. ۱۲.۳

f (x) =
{

x2 ،x ≥ 1
2x−1 ،x < 1

−→ f ′(x) =


2x ،x > 1

? ،x = 1
2 ،x < 1

می�پردازيم x0 = 1 نقطه�ی در f (x) تابع پيوستگی بررسی به ابتدا

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

x2 = (1)2 = 1

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

2x−1 = 2(1)−1 = 1

f (1) = (1)2 = 1

مقدار محاسبه به حال دارد را پذيری مشتق برای لازم شرط نتيجه در و است، پيوسته 1 نقطه�ی در تابع بنابراين
می�پردازيم نظر مورد نقطه�ی در راست و چپ مشتق

f ′+(1) = 2x|x0=1 = 2(1) = 2

f ′−(1) = 2

پس

f ′+(1) = f ′−(1) = 2

است. 2 با برابر آن مشتق و پذير مشتق x0 = 1 نقطه�ی در نتيجه در و است برابر يکديگر با راست و چپ مشتق



۸ مشتق .۳ فصل

دراين�صورت: باشند، پذير مشتق توابعی g(x) و f (x) که کنيد فرض قضيه. ۱۳.۳

( f ±g)
′
(x) = f ′(x)±g′(x) (۱

( f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x) (۲

(۳

(
f (x)
g(x)

)′ =
f ′(x).g(x)−g′(x). f (x)

g2(x)

باشد. g(x) , 0 که بشرطی ،

( f (g(x))′ = g′(x). f ′(g(x)) (۴

آوريد. بدست را زير توابع مشتق مثال. ۱۴.۳

y = sin x− tan x (۱

y′ = cos x− (1+ tan2 x)

y = cos2 x+3x (۲

y′ = 2(−sin x)cos x+3 = −2sin xcos x+3

y = sin x.cos x (۳

y′ = cos xcos x+ (−sin x).sin x = cos2 x− sin2 x

y = x2 tan x (۴

y′ = 2x.(tan x)+ x2(1+ tan2 x) = x2 tan2 x+2x tan x+ x2

y =
sin x
cos x

(۵

y′ =
cos xcos x− (−sin x) sin x

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x
cos2 x

=
cos2 x
cos2 x

+
sin2 x
cos2 x

= 1+ tan2 x



۹ مشتق .۳ فصل

y =
x2

sin x
(۶

y′ =
2x.sin x− cos x.x2

sin2 x
=

2xsin x− x2 cos x

sin2 x

y = cos(2x) (۷
y′ = 2.(−sin(2x)) = −2sin(2x)

y = tan(x3) (۸
y′ = 3x2(1+ tan2(x3))

زنجيره�ای مشتق ۵.۳ بخش

است. توابع ترکيب مشتق يا زنجيره�ای مشتق قاعده�ی فوق قضيه�ی از ۴ مورد درواقع
بيابيد؟ را f og(x) تابع مشتق باشد g(x) = sin x و f (x) = x2 اگر مثال. ۱۵.۳

[ f og(x)]
′
= f ′(g(x)).g

′
(x)

g′(x) = cos x , f ′(x) = 2x

f ′(g(x)) = 2(sin x)

پس
[ f og(x)]

′
= 2sin x.cos x

بيابيد؟ را f og(x) تابع مشتق باشد g(x) =
√

x و f (x) = x3+1 اگر مثال. ۱۶.۳

[ f og(x)]
′
= f ′(g(x)).g

′
(x)

g′(x) =
√

x = x
1
2 =

1
2

x−
1
2 =

1
2
√

x
, f ′(x) = 3x2

f ′(g(x)) = 3(
√

x)2 = 3x

پس

[ f og(x)]
′
= 3x.

1
2
√

x
=

3x
2
√

x
=

3
2
√

x



۱۰ مشتق .۳ فصل

داريم: توابع ترکيب مشتق قضيه بنابر باشد، x برحسب مشتق�پذير تابعی u هرگاه نکته. ۱۷.۳

y = un −→ y′ = nu′un−1

y = (sin x)2 −→ y′ = 2cos xsin x

y = eu −→ y′ = u′eu

y = ex2 −→ y′ = 2xex2

y =
m√

un = u
n
m −→ y′ =

n
m

u′.u
n−m

m

y = 3
√

(sin x)2 = (sin x)
2
3 −→

y′ =
2
3

(cos x).(sin x)
2−3

3 =
2
3

(cos x).(sin x)
−1
3 =

2
3

(cos x)
1

3√sin x
=

2cos x

3 3√sin x

y = sinu −→ y′ = u′ cosu

y = sin x3 −→ y′ = 3x2 cos x3

y = cosu −→ y′ = −u′ sinu

y = cos x2 −→ y′ = −2xsin x2

y = tanu −→ y′ = u′(1+ tan2 u)

y = tan2x2 −→ y′ = 4x(1+ tan2(2x2))



۱۱ مشتق .۳ فصل

y = cotu −→ y′ = −u′(1+ cot2 u)

y = cot2x −→ y′ = −2(1+ cot2 2x)

y = arcsinu −→ y′ =
u′√

1− (u)2

y = arcsin2x −→ y′ =
2√

1− (2x)2
=

2
√

1−4x2

y = arccosu −→ y′ =
−u′√

1− (u)2

y = arccos x −→ y′ =
−1
√

1− x2

y = arctanu −→ y′ =
u′

1+ (u)2

y = arctan2x3 −→ y′ =
6x2

1+ (3x)2 =
6x2

1+9x2

y = arccotu −→ y′ =
−u′

1+ (u)2

y = arccot2x2 −→ y′ =
−4x

1+ (2x2)2 =
−4x

1+4x4

y = au −→ y′ = u′(lna).au

y = 3x2 −→ y′ = 2x.(ln3).3x2



۱۲ مشتق .۳ فصل

y = lnu −→ y′ =
u′

u

y = ln x3 −→ y′ =
3x2

x3 =
3
x

y = loga u −→ y′ =
u′

u(lna)

y = log4 x3 −→ y′ =
3x2

x3(ln4)
=

3
x(ln4)

دوم مرتبه مشتق ۶.۳ بخش

y′ نماد با را آن و می�کنيم گيری مشتق y = f (x) تابع از ما ديده�ايم توابع مشتق محاسبه�ی در که آنچه با مطابق
مرتبه�ی مشتق کنيم اعمال y′ = f ′(x) تابع روی بر ديگری يکبار را گيری مشتق عمل اين اگر حال می�دهيم، نشان

است: y′′ = f ′′(x) با برابر که می�آيد بدست آن دوم

کنيد؟ محاسبه را زير توابع دوم و اول مرتبه مشتق مثال. ۱۸.۳

y = 3x2+4x−1 الف)

y′ = 6x+4

y′′ = 6

y = 2cosx ب)

y′ = −2sinx

y′′ = −2cosx

y = e2x ج)

y′ = 2e2x

y′′ = 4e2x


