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 ضرب خارجی داراي خواص زیر استعلاوه براین حاصل

)2-59(  A B B A   
  

  جاییخاصیت پادجابه  

)2-60(  ( )A B C A B A C     
      خاصیت توزیع پذیري  

  حاصل ضرب سه گانه: -2-4-11
Aهرگاه در دستگاه دکارتی سه بردار مفروض 


 ،B  وC


داشته باشیم و بخواهیم ترکیبات دو ضرب داخلی و  
  خارجی را بر آن اثر دهیم دو حالت از چهار حالت ممکن داراي مفهوم خواهد بود:

)2-61(  .( )
x y z

x y z

x y z

A A A

A B C B B B

C C C

 
   ايسه گانه نرده  

)2-62(  ( ) ( . ) ( . )A B C B AC C AB D    
       

  سه گانه برداري  

کنند ) تبعیت می17-2ها از چرخش شکل (اي جایگشتگانه نردهنکته:  در ضرب سه
  یعنی،

)63-2 (     .( ) .( ) .( )A B C B C A C A B    
      

  

  

  شيب و گراديان: -2-5
مفهوم شیب در ریاضیات به نتایج حاصل از مشتق و انتگرال گیري یعنی حساب دیفرانسیل و انتگرال برداري ختم 

  است.  ميدان عدديهاي  یک خاص و مشتقميدان برداري ترین تعمیم، رابطه میان یک ساده و شودمی

  تابعی از مکان در مختصات دکارتی فرض شود، یعنیحال اگر میدان عددي، 

)2-61(  ( , , )x y z     

  و دیفرانسیل بردار مکان به صورت زیر باشد

C


B


A


 

 

جهت چرخش  -17-2شکل 
 جایگشتی بدون تغییر
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)2-62(  ˆˆ ˆds dxi dyj dzk      

)لذا اگر  ) ( ) ( )ds dx dy dz  2 2   آن عبارت است از:  مشتق جهتيباشد،  dsبزرگی عددي بردار  2

)2-63(  d dx dy dz
ds x ds y ds z ds

     
  
  

    

  مشتق جهتي عبارت است از آهنگ تغيير تابع در يك جهت مشخص. بنابراین،

ثال  ـــتق جهتی میـدان نرده: 1-2م اي دو مش
عدي  )ب , )x y x y  2 و  x0را در نقطۀ  2

y0  ـــــه جــهــت  در dyس x
dx y

  0

1 0
    ،

dy y

dx x
 0

2 0
dyو  
dx


3

ــده   نمایش داده ش

  ) بدست آورید.17-2در شکل (

  جواب:   

dyبراي جهت اول ( x
dx y

  0

1 0
  ) داریم:

)2-64-1(  dy dy dx x dx
ds dx ds y ds

   



  

 )2-64-2(  
,x y

d dx dy x dx
x y
ds x ds y ds y ds

     
        

2 2 0
 


 



  

dyبراي جهت دوم ( y
dx x

 0

2 0
  ) داریم:

)2-64-3(  ( ) ( ) ( )
dy
ds dx dy dx
dx

   2 2 21 

 و دوبعدي  نمایش میدان عددي -17-2شکل 
 بعدي دکارتی 3در فضاي 

yy



x 0

y 0

xdy

dx y
 

1



ydy

dx x


2
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)2-64-4(  
,

( )
x y

x yds dy

dx dx x


  

2 2
21

 

 


 

)2-64-5(  dy dy dx y dx
ds dx ds x ds

  



  

)2-64-6(  

,

                                        

x y

d dx dy y dx
x y
ds x ds y ds x ds

y x
x y x y
x x y

     
       

 
    

 
2 2

2 2

2 2

2 2 2

 


 



 
   

  

  

dyبراي جهت سوم (
dx


3

  ) داریم:

)2-64-7(  
,

( )
x y

ds dy

dx dx
   2 21 1

 

 

)2-64-8(  dy dy dx dx
ds dx ds ds

   

)2-64-9(  

 

 

,

                                         

   




 
   
 

 
 2

2 2

12 2
1

 

 

 

x y

d dx dy dx
x y
ds x ds y ds ds

x y

  

شتق جهتی فوق را به دست آوریم می شینه یا کمینه م ست از رابطۀ (حال اگر بخواهیم بی سبت به 9-64-2بای  α) ن
  مشتق گرفته و برابر با صفر قرار دهیم.

)2-65-1(  ( )

( )

 
 


 

 
0 0 0

2 2 3
2 2 2 0

1 1
y x y  

 بنابراین از حل معادله فوق خواهیم داشت

)2-65-2(  y
x

  0

0
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)اي دهد جهتی که تابع نردهکه نشان می , )x y x y  2 است. حال اگر جهت مشتق  شعاعي شود بیشینه می 2
بدست آمده در نقطۀ مورد نظر، به سمت خارج باشد این بیشینه افزایشی و اگر به سمت داخل باشد بیشینه کاهشی 

  (کمینه افزایشی) خواهد بود. 

)، کــه 2-64-2بــر ایــن اســاس در جهــت مفــروض اول، چــون حاصــل مشــتق جهتــی صــفر شــده اســت، معادلــه (

ــابع  )ت , )x y x y  2 ــابراین  2 ــت. بن ــت اس ــتا ثاب ــن راس ــه در آن  در ای ــي ك dجهت
ds


 ــت 0  ،اس

شــود كــه ثابــت خواهــد بــود و خطــوطي حاصــل مــي ،نقطــه مــورد نظــر آن در منحنــي 
  خطوط ارتفاع معروفند.خطوط تراز يا 

ــه توانیم را میرا میمفهوم خطوط تراز  توانیم ب
ـــطوح  ــــه متغییري کــه در آن س ــابع س یــک ت

( , , ) constx y z   ســـطوح تراز یا ســـطوح
  شوند تعمیم دهیم. هم پتانسیل نامیده می

 اي شيب تابع نرده برداري است
كه بزرگي آن برابر بيشينة مشتق 
جهتي در نقطة مورد نظر و جهت 
آن جهت بيشينة مشتق جهتي در 

  آن نقطه است. 
  جهت شيب در هر نقطه بر سطح تراز  .در آن نقطه عمود است 

  شود:مشتق جهتی برحسب شیب با رابطۀ زیر داده می

)2-66(  cos
d

ds

       

  و جهت شیب است. بنابراین رابطۀ فوق را به صورت زیر بازنویسی کرد dsزاویه میان جهت  θکه در آن 

)2-67(  .
d ds

ds ds

 


    

dsبردار 
 در مختصات دکارتی عبارت است از  

) که به صورت نقشۀ 2-17مربوط به شکل (تابع  -18-2شکل 
 خطوط تراز رسم شده است.
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)2-68(  ˆˆ ˆds dxi dyj dzk     تی)در مختصات دکار جاییبردار جابه(المان  

  توان به صورت زیر نوشت) را می63-2لذا رابطه (

)2-69(  d dx dy dz
x y z

     
  
  

  اي در مختصات دکارتی)تابع نرده (دیفرانسیل  

  بنابراین

)2-70(  ˆˆ ˆi j k
x y z

     
   

  
  اي در مختصات دکارتی)(گرادیان تابع نرده  

  اي و کروي خواهیم داشت، هاي استوانهبه روشی مشابه در دستگاه

)2-71(  ˆˆ ˆds d e d e dzk        اينهاستوادر مختصات  جاییبردار جابه(المان(  

)2-72(  d d d dz
z

    
 
  

  
  

  )اياستوانهاي در مختصات (دیفرانسیل تابع نرده  

)2-73(  ˆˆ ˆe e k
z

 
  
  
  

   
  

  اي)اي در مختصات استوانه(گرادیان تابع نرده  1

)2-74(  ˆ ˆ ˆsinrds dre rd e r d e        کرويدر مختصات  جاییبردار جابه(المان(  

)2-75(  d dr d d
r

    
 

  
  
  

  )کروياي در مختصات (دیفرانسیل تابع نرده  

)2-76(  ˆ ˆ ˆ
sinr
e e e
r r r

 
  

  
  

   
  

1   اي در مختصات کروي)(گرادیان تابع نرده  1

  انتگرال گيري برداري: -2-6

 

انواع انتگرال گیري:

 حجمی (سه بعدي)-3

 سطحی (دو بعدي)-2

 خطی (یک بعدي)-1


