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)2-68(  ˆˆ ˆds dxi dyj dzk     تی)در مختصات دکار جاییبردار جابه(المان  

  توان به صورت زیر نوشت) را می63-2لذا رابطه (

)2-69(  d dx dy dz
x y z

     
  
  

  اي در مختصات دکارتی)(دیفرانسیل تابع نرده  

  بنابراین

)2-70(  ˆˆ ˆi j k
x y z

     
   

  
  تی)مختصات دکار اي در(گرادیان تابع نرده  

  اي و کروي خواهیم داشت، هاي استوانهبه روشی مشابه در دستگاه

)2-71(  ˆˆ ˆds d e d e dzk        اينهاستوادر مختصات  جاییبردار جابه(المان(  

)2-72(  d d d dz
z

    
 
  

  
  

  )اياستوانهاي در مختصات (دیفرانسیل تابع نرده  

)2-73(  ˆˆ ˆe e k
z

 
  
  
  

   
  

  اي)اي در مختصات استوانه(گرادیان تابع نرده  1

)2-74(  ˆ ˆ ˆsinrds dre rd e r d e        کرويدر مختصات  جاییبردار جابه(المان(  

)2-75(  d dr d d
r

    
 

  
  
  

  )کروياي در مختصات (دیفرانسیل تابع نرده  

)2-76(  ˆ ˆ ˆ
sinr
e e e
r r r

 
  

  
  

   
  

1   اي در مختصات کروي)ع نرده(گرادیان تاب  1

  انتگرال گيري برداري: -2-6

 

انواع انتگرال گیري:

 حجمی (سه بعدي)-3

 سطحی (دو بعدي)-2

 خطی (یک بعدي)-1
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  انتگرال خطي: -2-6-1
Fاگر 
  بردار باشد، انتگرال خطیF

 شود:به صورت زیر نوشته می  

)2-77(  
 

.
b

a C
F dl


    

ست که ان Cکه  در آن  سبه میمنحنیی ا  aشود، تگرال در امتداد آن محا
ـــد در روي این منحنی bو  بردار تغییر مکان  dlاند و نقاط مبدأ و مقص

ـــت در امتداد منحنی جایی) بی(جابه F.. چون Cنهایت کوچکی اس dl
 

جۀ انتگرال گیري نیز کمیتی نرده نابراین نتی اي کمیتی نردهاي اســــت، ب
 خواهد بود. 

 

 

ـــته بودن منحنی مورد مطالعه داراي   حدود انتگرال گیري و باز یا بس
سبه  ست تا جایی که براي محا سبات انتگرالی ا اهمیت فراوانی در محا

ستفاده می صی ا سته از نماد خا سیرهاي ب شود که عبارت انتگرال در م
   است از:

)2-78(  .
C
F dl


    

صفر باشد و یا نباشد؛ اما  توجه: سته ممکن است  ها آن بردارهايي كه براي آنانتگرال روي یک منحنی ب
  اي برخوردار است.اي صفر است از اهميت ويژهانتگرال خطي روي هر منحني بسته

  خوریم یعنیهاي بستۀ نامشخص بر میهاي خطی روي منحنیاز این رو اغلب به انتگرال

)2-79(  .F dl


    

  .نداردبستگی  Cکه در محدودة وسیعی عمل نموده و به شکل منحنی 

 .Cروي منحنی  ابجایی المان ج 19-2شکل 


F


dl

C
b

a

.Cروي منحنی بستۀ ابجاییالمان ج 20-2شکل 


F


dl

a

b

C
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  انتگرال سطحي: -2-6-2
  شود:به صورت زیر نوشته می Fبردار باشد، انتگرال سطحی  Fاگر 

)2-80(  ˆ.
s
F nda


    

شــود، ســطحی اســت که انتگرال گیري روي آن انجام می sدر آن  که
da  سطح بسیار کوچکی ازs  ،استn̂  بردار یکۀ عمود برda  .است  

  :n̂نحوه تعیین راستاي بردار یکۀ 

 ود بر سطح و به سمت خارج از سطح است.عم n̂هرگاه سطح بسته باشد: در این حالت  .1
توان بر روي آن یک چرخش هرگاه سطح باز باشد: در این حالت یک خط مرزي خواهیم داشت که می .2

 است. n̂معرف جهت  ،سوي مثبت چرخش راستگرد ،از آن بعدراستگرد تصور کرد و 

  ت:هرگاه سطح مورد مطالعه بسته باشد خواهیم داش

)2-81(  ˆ.
s
F nda

    

سطحی کمیتی نرده توجه: سطح انتگرال  ست؛ مقدار آن معمولا به  ستگی وجود  sاي ا ستگی دارد اما اگر واب ب
  نداشته باشد اهمیت آن به مراتب بیشتر خواهد بود.

  انتگرال حجمي: -2-6-3
  شود:اي باشد، انتگرال حجمی به دو صورت زیر نوشته مییک کمیت نرده بردار  و  Fاگر 

)2-82(   VJ dv    

)2-83(   
 
V
K Fdv    

Kاي و یک کمیت نرده Jبدیهی است که 
 .بردار است  

ــکل  ــطح، ا -12-2ش ، و رتباط بردار عمود بر س
 ي مرز.جهت چرخش رو

s da
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  : 7واگرايي -7-2
 3گذارد عملگر واگرایی(دیورژانس) اســت که در فضــاي ي که بر روي بردارها اثر میدومین عملگر مشــتق گیر

  ز:اشود و بنابر تعریف، عبارت است نوشته می» .«بعدي به صورت 

واگرايي هر بردار، حد انتگرال سطحي آن بردار در واحد حجم است هرگاه حجم محصور 
  ميل كند.شده توسط آن به سمت صفر 

  یعنی: 

)2-84(  ˆ. lim .
sv
divF F F nda
v
    
 0

1  
     

  هاي متفاوت به صورت زیر است:اي است. رابطۀ واگرایی در دستگاهواضح است که واگرایی، یک کمیت نرده

)2-85(  . yx z
FF F
F
x y z

 
   

  

  (دستگاه دکارتی)  

)2-86(   . z
F F
F F
z




   
 

   
  

1 1  اي)(دستگاه استوانه  

)2-87(     . sin
sin sinr
F
F r F F
r r r r




   
 

   
  

2
2

1 1 1  (دستگاه کروي)  

  

ضية واگرايي:    Vانتگرال واگرایی یک بردار در حجم ق
قائم آن بردار روي  ـــطحی مؤلفۀ  با انتگرال س برابر اســـت 

  کند.را محصور می Vسطحی که 

)88-2(    ˆ. .
V s
Fd F nda  
 

v  

  
7 Divergence 

سطح  کهV محج -22-2شکل  شده و با  Sبا  بردار یکۀ محدود 
 جهت گیري کرده است 
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  :8تاو -8-2
ــیلی برداري جالب توج ــومین عملگر دیفرانس ــاي س ــت. تاو یک بردار در فض بعدي به  3ه، عملگر تاو (کرِل) اس

  شود: نوشته شده و چنین تعریف می» «صورت 

ضربِ برداريِ آن بردار در بردار يكة         سطحيِ  سبت انتگرالِ  ست از حد ن تاو هر بردار عبارت ا
سطح)، به حجم محصو      سته (در جهت خارج آن  سطح ب سطح، وقتي كه    عمود بر  ر به وسيلة آن 

  ؛ یعنیحجم به سمت صفر ميل كند

)2-89(  ˆlim
s
F n Fda


  0

1 
v v

    

ـــبیه اند، با این تفاوت این تعریف و تعریف واگرایی کاملا به هم ش
ــرب نردهکه  ــرب  n̂بردار در بردار یکۀ  ايبه جاي ض از ض

  استفاده شده است. برداري

Fولفة م


ستاي بردار يكة    ست با حد    âدر را برابر ا
هنگامي كه سطح محصور    ،انتگرال خطي در واحد سطح 

؛ عمود اســت) به ســمت صــفر ميل كند âبه خط (كه بر 
یعنی

)2-90(  

 

 

ˆ ˆ ˆ. lim .

ˆ ˆ           lim .

           lim .







  

 









0

0

0

1

1

1

 



 







s

s

Cs

a F a n F da
v

F a n da
v

F dl
s

v

v
  

  

سطح  Cآن منحنی  که در صفحه sکه مرز  ست در  ست. هرگاه مطابق  âاي قرار دارد که بر بردار یکۀ ا عمود ا
  شتبنامیم خواهیم دا C'جا شود و آن را جابه به میزان  âدر راستاي  C) صفحۀ حامل منحنی 2-23شکل (

)2-91(  a nda dl 
     

  
8 curl 

 Cجمی که در اثر تغییر مکان منحنی ح -23-2شکل 
 آید.، به وجود می در راستاي بردار یکۀ عمودش، 

 

 

هت چرخش ج -24-2شکل 
 جایگشتی بدون تغییر


F n̂

â
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ـــت. علاوه بر این، چون  Cنهایت کوچکی روي منحنی تغییر مکان بی dlکه در آن  ، بنابراین، حد svاس
  انتگرال حجمی درست برابر است با

)2-92(  ˆ ˆ. lim .     . lim .
 

     0 0
1 1     
 s sa F F dl a F F dls s    

حذف  با  تاو (که  ـــورت تعریف دوم  به ص طه  عاریف فوق در ) در می2-90ها این راب فاده از ت ـــت با اس آید. 
  هاي مختصات متفاوت خواهیم داشتدستگاه

)2-93(  

x y z

i j k

F
x y z

F F F

  
 

  

  (دستگاه دکارتی)  

)2-94(  
z

z

e e e

F
z

F F F

 

 



  


  
 

  
1  اي)(دستگاه استوانه  

)2-95(  
sin

sin

sin

 

 



  



  

 
  2

1
r

r

e re r e

F
r r

F rF r F

  (دستگاه کروي)  

انتگرال خطی یک بردار روي یک منحنی بسته برابر است با انتگرال سطحی مؤلفۀ قائم تاو آن قضية استوكس:   
  بردار روي هر سطحی که توسط این منحنی محصور شده باشد؛ یعنی

)2-96(   ˆ ˆ. . .    
   

C sF dl F n s F nda    

 است. sامون سطح منحنی بستۀ پیر Cکه در آن 

  عمليات تكميلي: -2-9
شوند خود به انتخاب دستگاه مختصات خاصی بستگی ندارند و مستقل ) بیان می» (دل«عملیاتی که با عملگر 

  از دستگاه مختصات هستند. بر این اساس اتحادهاي دیفرانسیلی برداري را می توان به صورت زیر خلاصه کرد.
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)2-97(  
 

.
bb b

b aa C a a
dl d            
  قضیه گرادیان  

)2-98(  ˆ. .
V s
Fdv F nda  
 

 قضیه واگرایی  

)2-99(  ˆ. .
s C
F nda F dl  

 
  قضیه استوکس  

)2-100(  ( )a b a b          توزیع پذیري گرادیان  

)2-101(  .( ) . .aF bG a F b G     
    توزیع پذیري واگرایی  

)2-102(  ( )aF bG a F b G     
    توزیع پذیري تاو  

)2-103(  .
n

i ix

 



  


2

2
2

1
  بُعدي nعملگر لاپلاسی   

)2-104(  
x y z

 
   

       

2 2 2
2

2 2   )دکارتی( لاپلاسین  2

)2-105(  
z

   
    

    
        

2 2
2

2 2 2
1   )اياستوانهلاپلاسین (  1

)2-106(    sin
sin sin
r
r r r r

   
    

            

2 2
2

2 2 2 2 2
1 1   )کرويپلاسین (لا  1

)2-107(    0    
)2-108(  . .F F  0 

    
)2-109(     .F F F    2  

    
)2-110(                 

)2-111(           . . .FG F G F G G F G F          
            

)2-112(     . . .F F F      
  

    
)2-113(     F F F       

  
    

)2-114(       . . .F G F G G F     
        

)2-115(           . . . .F G G F F G G F F G         
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  هاي خاص:حالت -2-10
سادگی موضوع  در این قسمت قصد داریم برخی از توابع پرکاربرد در الکترومعناطیس را بررسی کنیم. لذا براي 

  ها نیز برقرارند. ها در دیگر مختصاتاست که پاسخکنیم. واضح از دستگاه مختصات دکارتی استفاده می

  باشد rهرگاه تابع برداري، بردار مكان  -2-10-1
)2-116-1(  ˆˆ ˆF r xi yj zk   

     

)2-116-2(  .r  3    

)2-116-3(  r 0    

)2-116-4(   . .G r G r G   
       

)2-116-5(  r r  2 2 0    

  براي تابعی که تنها وابسته به فاصله باشد یعنی 

)2-117-1(     2 2 2
r r x y z    

 داریم

)2-117-2(  ( )  r    

)2-117-3(  ( )F F r
     

)2-117-4(  
r̂

r d d
e
r dr dr

  


    

Ar.به شناسة  تابعي كه -2-10-2
   بستگي دارد، و در آنA

 بردار ثابتي است  
)2-118-1(   
j = j(A.r)    

)2-118-2(  ( . )F F A r
      

)2-118-3(   .

A d

r d A r
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Rتابعي كه به شناسة  -3-10-2 r r  
    بستگي دارد وr  مبدأ ثابت آن است  

)2-119-1(        ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆR x x i y y j z z k Xi Yj Zk          


    

)2-119-2(  ˆˆ ˆ
R i j k
X Y Z

  
    

  
    

)2-119-3(  
يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا                 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆi j k i j k
x y z x y z

  

      
              

  
  

  قضية گرين: -2-11
ها قضــیۀ گرین اســت . لذا دارد و جالبترین آن چندین امکان براي بســط قضــیۀواگرایی و قضــیۀ اســتوکس وجود

  هرگاه داشته باشیم 

)2-120(  F       


    

  ) 88-2با قرار دادن آن در قضیۀ واگرایی (

)2-121(      ˆ. .
V s

d nda               v    

) یعنی 2-112و با استفاده از اتحاد (   . . .F F F      
  

  داریم 

           . . . .                    2    

           . . . .                    2    

  بنابراین خواهیم داشت

)2-122(     . .              2 2    
  شوددر نهایت قضیۀ گرین به صورت زیر اثبات می

)2-123(      ˆ.
V s
d nda              2 2 v    
 


