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را در نظر Pیکنواخت تحت تاثیر بار محوري افزایشی میله اي با مقطع•
.بگیرید

:برابر است با Pکار جزیی نیروي •

.انحراف-که برابر است با جزء سطح زیر منحنی بار

dxPdU 

:برابر است باP،کار کل انجام شده توسط بار x1براي کشیدگی •

ازتدریجیافزایش)آهستهاعمالهنگامPبارتوسطشدهانجامکار•
.شودمیذخیرهمیلهدرکرنشیانرژيصورتبه(Pتاصفر

energystrainworktotaldxPU

x

 
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xPkxdxkxU

x

 

:در تغییر شکل خطی و الاستیک•
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میلهیکبرايانحراف-بارنمودارکهدیدیم1مصالحمقاومتدر•
.داردآنمقطعسطحومیلهطولبهبستگی

.داردبستگیمیلهابعادبهنیزکرنشیانرژيلذا•

ظرندرراواحدحجمبرايکرنشیانرژيمیله،ابعادتاثیرحذفبراي•
.می گیریم

densityenergy straindu

L

dx
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



.بر جاي می ماندεpاما کرنش دائمی . پس از حذف بار، تنش به صفر می رسد•

.رما هدر می رودبنابراین فقط انرژي کرنشی مربوط به قسمت مثلثی بازیافت می شود و بقیه آن بصورت گ•

=εxتا εx=0کرنش از -چگالی انرژي کرنشی برابر است با سطح زیر منحنی  تنش• ε1

(چگالی انرژي کرنشی)
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چقرمگیمدولقبل،معادلهدرε1بجايεRجایگذارياز•

.آیدمیبدست

وخواريچکشبهبستگیکهمادهیکچقرمگیمدول•

.هددمینشانراسازهپذیريضربهدارد،آننهاییاستحکام

:در یک عضو کمتر از حد تناسب آن باشدσxاگر تنش •

E

E
dEu xx

22

2

1

2

1

0

1 




 

مدولقبل،رابطهدرσYتسلیماستحکامجایگذارياز•
.آیدمیبدستuYبرجهندگی

resilience of modulus
E

u Y
Y 

2

2
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.براي عضوي که توزیع تنش در آن غیر یکنواخت است•

energystrain   total  dVuU

u <uYدر یک عضو کمتر ازحد تناسب باشد، σxاگر •

energy  strainelasticdV
E

U x  
2

2

 


.براي جسمی که تحت تنش قائم تک محوري قرار دارد•

dxAdVAPx 


L

dx
AE

P
U

0

2

2

AE

LP
U

2

2



:براي میله اي با مقطع عرضی یکنواخت•

کانرژي کرنشی الاستی
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I

yM
x 

:براي تیر تحت بارگذاري خمشی•

  dV
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yM
dV

E
U x

2
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dV = dA dx
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M
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:استPبراي تیر طره اي که در انتها تحت بار •

EI

LP
dx

EI

xP
U

PxM

L
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32

0

22
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

:انرژی کرنشی بر اثر خمش
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:قرار داردτxyبراي عضوي که تحت تنش برشی •



xy

xyxy du





0

:کمتر از حد تناسب باشدτxyاگر •

G
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xy
xyxyxy

2

2

2
12

2
1


 

:انرژي کرنشی کل برابر است با•









dV
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J
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:براي یک شافت تحت بارگذاري پیچشی•

dV = dA dx
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

:براي یک شافت با مقطع عرضی یکنواخت•

GJ

LT
U

2

2


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.را بیابیدABانرژي کرنشی تیر 

.(دفقط تنش هاي قائم ناشی از خمش ها را در نظر بگیری)

W10x45    ,     P = 40 kips    ,     L = 12 ft

a = 3 ft ,    b = 9 ft ,       E = 29x106 psi
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:حل

نیرو هاي تکیه گاهی•

L

Pa
R

L

Pb
R BA 

دیاگرام گشتاور خمشی•

v
L

Pa
Mx

L

Pb
M  21
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x
L

Pb
M 1

43 in 248ksi1029

in. 108in. 36a

in. 144kips45


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انتگرال گیري جهت محاسبه انرژي کرنشی•
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:ADدر قسمت 

:BDدر قسمت 
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.  مدر قسمت هاي قبل انرژي کرنشی ناشی از تنش قائم تک محوري و تنش برشی صفحه اي را بدست آوردی•

:براي تعیین انرژي کرنشی بر اثر تنش هاي کلی•

 zxzxyzyzxyxyzzyyxxu  
2
1

:براي یک جسم الاستیک همسانگرد با استفاده از محورهاي اصلی•
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:σC=0بر صفحه تنش عمود است،  Cدر حالت تنش صفحه اي و با فرض اینکه محور •

 
G

uu Y

Ydd
6

2
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تغییر حجم

تغییر شکل
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6
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G
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(:فون میزز)دیدیم طبق معیار ماکزیمم انرژي تغییر شکل 7در فصل •
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ازريگیانتگرالباراکرنشیانرژيتاکنون•

.آوردیممیبدستکرنشیانرژيچگالی

:براي یک میله یکنواخت•
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ادهاستفباتوانمیراکرنشیانرژيطرفیاز•

.آوردبدستP1تنهاينیرويکاراز
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در تغییر شکل الاستیک•
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.مرسیمیکرنشیانرژيبرايقبلیرابطه
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.ورددر خصوص سایر بارگذاري ها نیز انرژي کرنشی را می توان با استفاده از کار انجام شده بدست آ•
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کوپل پیچشی
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خصمشتنهاباریکازناشیکرنشیانرژياگر•

ارکوکرنشیانرژيدادنقرارمساويباباشد،

.آوردبدستراانحرافتوانمیبارازحاصل

lLlL BDBC 8.06.0 

:از استاتیک•

PFPF BDBC 8.06.0 

:روابط هندسی•

:انرژي کرنشی سازه•

    
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U BDBDBCBC

2332
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
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:مساوي قرار دادن کار با انرژي•
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y

yP
AE

LP
U

B

B

728.0

364.0
2
1

2




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E = 73 GPa

.را بدست آوریدPناشی از بار Eجابجایی عمودي نقطه 
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:حل

نیروهاي تکیه گاهی•

821821 PBPAPA yx 

تعیین نیروي محوري در هر عضو به روش مفصل•
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را Pانرژي کرنشی خرپا در اثر نیروي •

.بدست آورید
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روينیتوسطشدهانجامکارباراکرنشیانرژي•

Pدکنیمحاسبهراجابجاییودادهقرارمساوي.
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:انحراف یک تیر الاستیک در اثر دو بار متمرکز•

22212122212

21211112111

PPxxx

PPxxx









.اعمال شودP1و سپس بار P2اگر بر خلاف حالت قبل، ابتدا بار •

 2
1111221

2
2222

1 2 PPPPU  

 2
2222112

2
1112

1 2 PPPPU  

P1اربتدریجیاعمالبانیروهاکارطریقازتیرکرنشیانرژيمحاسبه•

(1/2 Px)بارتدریجیاعمالسپسوP2.اعمالهنگاماینصورتدرالبته
(Px).شودمیواردکاملطوربهP1بار،P1نیروياثرنقطهدرP2بار

:می شودنتیجهفوقعباراتراستسمتدادنقرارمساويبا•
21=12گویندمیماکسولتقابلقضیهآنبهکه:

بر C2برابر است با انحراف نقطه C2بر اثر بار واحد وارده در نقطه C1انحراف نقطه : قضيه تقابل ماکسول
.C1اثر بار واحد وارده در نقطه 

11 و21 انحراف نقاطC1 وC2 بر اثر بار واحده در نقطهC1را نشان می دهد.
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 2
2222112

2
1112

1 2 PPPPU  

تمرکزانرژي کرنشی یک سازه الاستیک تحت تاثیر دو بار م•

:مشتق گیري نسبت به بارها•

2222112
2

1212111
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
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
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


 

nتحتکالاستیسازهیکبراي:کاستيگليانوقضيه

بارایناثرخطامتداددرکهPjباراثرنقطهانحرافبار،

:آیدمیبدستزیررابطهاز(xj)شودمیگیرياندازه

j

j
P

U
x






دررتییکشیبتعیینبرايمشابهبطور•

زاویههمچنینوMjتدریجیکوپلاثرنقطه

آندرکهشافتیکازقسمتیدرjپیچش

.شودمیواردتدریجیTjکوپل
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گیرد،انجامربابهنسبتگیريمشتقکرنشی،انرژيمحاسبهجهتآثارجمعیاگیريانتگرالازقبلاگر•

.شدخواهدسادهکاستیگلیانوقضیهازاستفاده
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.را بیابیدCبراي خرپاي نشان داده شده، انحراف عمودي مفصل 
E = 73 GPa
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:حل

بنابراین.شودنمیواردCمفصلبرعموديبارهیچگونه•

.کنیممیواردمفصلاینبرشکلمطابقراQفرضیبار

ازاستفادهباQباراثردرگاهیتکیههاينیرومحاسبه•
خرپاکلآزاددیاگرام
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4
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به کمک روش مفصلQمحاسبه نیرو در اعضا بر اثر بار •
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 QP
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C 42634306

1













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E=73 Gpa:  قرار دادن• ,  P= 40 KN  ,  Q=0

 
Pa1073

10404306
9

3






N
yC   mm 36.2Cy

.حال جدول زیر را کامل می کنیم. بدست آوردیمPنیرو در هر عضو را بر اثر بار 4-11در مسئله نمونه 

Fi نیرو در عضوi ناشی از بارهايP وQاست.

:Cمحاسبه انحراف مفصل •
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